Admitere AC Algebra IX-X

1 Combinatorica. Binomul lui Newton
1. Sa se arate ca:
a) Ck 4+ Ch+1 = Crtl
b) CE+Ck_| +-- +CF=CM
DR
k=0

d) Y (-1Fch =0

k=0

) Z kCF = non—t
k=0

£) Zcfzcgl_i =Cayp
i=0

Rezolvare
k k+1 _ n! n! _ nlk+D)+n!(n—k) _ (n+1)! _ k+1
a) Cp + Co =t + Gt ieD = DR~ = Gni—mt = Cntt
b) Folosind in mod repetat subpunctul anterior gasim:
O =Ch+ Ot =R+ O + Ot = = O+ O+ + G + G
——

=c¥

¢) Egalitatea se obtine scriind binomul lui Newton
(a+b)" Z CFan=Fpk

pentru a = b = 1. Numarul total al secventelor de lungime n formate cu cifrele 0 si 1 este 2™,
iar C* este numairul secventelor de lungime n care contin k 0-uri.

d) Se obtine din binomul lui Newton pentru a =1 gi b = —1.

e) Scriind binomul lui Newton pentru a = 1 gi b = x avem:

(1+a)" Zc’f *, VzeR.
k=0

de unde derivand in raport cu x gasim

n(l+2z)" ! = Z kChgh—1
k=1

iar pentru x = 1 se obtine identitatea din enunt.
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f) Dezvoltam binomul (1 4 z)**? in doud moduri:

a-+b
(1 + l‘ a+b Z Ca-i-bx

a

b a b
=(1+2)*(1+2)"= (Z c;:a‘) d x| =3 Y ciciatt
j=0

i=0 i=0 j=0

Egaland coeficientii lui ™ din cele doua dezvoltari obtinem

a+b Z Cz Cn i

2. Fie o multime 2 cu n elemente.

a) Sa se determine numarul submultimilor lui 2 avand k elemente.
b) S& se determine numéarul tuturor submultimilor lui  (card P(Q2) =7)

¢) Presupunem cd A este o submultime a lui Q avand k elemente. Céte submultimi ale lui Q il
contin pe A?

Rezolvare

a) Numarul submultimilor distincte avand k elemente din totalul de n este CX.

b) Folosind subpunctul anterior pentru &k de la 0 la n si apoi subpunctul ¢ de la exercitiul anterior
obtinem cd numaérul tuturor submultimilor din P(Q2) este 2.

¢) Submultimile care il contin pe A pot fi scrise ca reuniunea dintre A si o submultime oarecare
formata cu cele n — k elemente care nu sunt in A. Folosind subpunctul anterior numarul acestor
submultimi este 27,

3. In cate moduri este posibil sa facem un steag tricolor daca avem la dispozitie panza de steag de
cinci culori diferite?
Rezolvare: Daca nu se tine cont de ordinea culorilor, numarul de moduri in care putem alege 3
culori din cele 5 de care dispunem este C§ = 10. Daci facem distinctie intre steagurile tricolore
ficute cu aceleasi culori dar in ordini diferite, obtinem un numéar de A3 = 60 steaguri.

4. Cate situatii pot aparea in urma aruncarii unui zar de 4 ori? In cate din aceste situatii apare cel
putin o data fata 67
Cate situatii pot aparea in urma aruncarii a doua zaruri de 24 ori? In cate din aceste situatii apare
cel putin o data perechea (6,6)7
Rezolvare: Modeland situatiile posibile in urma aruncarii unui zar de 4 ori cu ajutorul unor functii
[ {A1, Ag, As, Ay} — {1,2,3,4,5,6}, gasim 6% astfel de functii, iar dintre acestea doar 5 nu
contin valoarea 6 in imagine, agadar situatiile in care apare cel putin o data fata 6 sunt in numar
de 6% — 5%,
Analog pentru aruncarea a doud zaruri de 24 ori gasim 3
apare cel putin o data perechea (6,6).

624 situatii posibile, dintre care in 3624 —3524

10
2
5. Determinati numarul termenilor independenti de « din dezvoltarea binomului < V2 \“f) .
x

Rezolvare:

) =Xt () () St
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10.

Termenii independenti de  din aceasta dezvoltare sunt cei in care exponentul lui x este 0, deci:

2(10—k) k 80 — 11k 80
5 "1 O:>712 —O:k—ﬁ,

dar cum k € N deducem ca nu exista termeni independenti de x.

8
. Determinati termenul care nu il contine pe = din dezvoltarea (Q/g + W x) .

Rezolvare:

8 8
s/l 1 _ k(- \3F & ko E=8 .k
<\/;+ V) =3k (o)t = Y o
k=0
de unde egaland cu 0 exponentul lui x gasim k = 5.

100
2 1
Determinati cel mai mare termen din dezvoltarea ( 3 + 3) .

Rezolvare: Notand Ty, 1 = C*a" *b* termenul k+1 din dezvoltarea binomului lui Newton (a+b)",

gasim

T, Ck1 a k a
Tk+1 101 - ]f

In cazul dezvoltirii noastre, comparand cu 1 raportul T obtinem
k

Tk+1_ C’rli b n_k+1 é

Tri1
T,

Tt
T,

>1,Vk < 33 s

<1,k >34

agadar cel mai mare termen este T34.

2= 90
Sa se determine numaérul termenilor rationali din dezvoltarea binomiala: (\/3 + \3/5) .

Rezolvare:

Termenul Tj41 = 0503%5§ este rational pentru k € {0,6,12,...,84,90} deci pentru 16 valori.

Suma coeficientilor polinomului f = (14 X)" + (1 + X)"™" este 1536. Determinati coeficientul lui
X8,

Rezolvare: 2" + 2"+ = 1536 = n = 9. Coeficientul lui X® este

C§ + C, = 54.

Se considera binomul

(\/ng(IO—Bﬂ") 4 o2 3)" .

Determinati z € R pentru care al saselea termen al dezvoltarii binomului este egal cu 21 i coeficientii
binomiali de rang 2,3 si 4 sunt respectiv primul, al treilea gi al cincilea termen ai unei progresii
aritmetice.

Rezolvare:

C;+03=203:n+—"("_1g(”_2)

Ts = C37 (\/21g<10—3$>)2 (\5/2@—2) lg3)5 =21 =

= 1g(10 — 3%) 4 (z — 2)1lg3 =0 = (10 —3) - 3" 2 = 1.
Notam ¢t = 37 si rezolvand ¢ — 10t + 9 = 0 gasim ¢ € {1,9}, deci z € {0, 2}.
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11. Sa& se rezolve ecuatiile:

(a) (n+2)! 72;

n!

(b) (ni!él)! = (7135!)!?

1 1 nd?
(©) w1~ @iy = Gy

12. Sa se rezolve inecuatiile:

(a) (=gl < 72;

n+2)!
(b) 7(ni1)(,3+2) < 1000.

13. In cate moduri poate fi ordonata multimea {1,2,...,n} astfel incat numerele 1,2,3 si fie consecutive
si In ordine crescatoare?

14. In cate moduri pot fi agezate n persoane la o masa circulara?

15. Céate numere naturale nenule diferite se pot forma cu cifrele 0,1,2,3 daca in fiecare astfel de numar
orice cifra apare cel mult o data?

16. O grupa de studenti trebuie sa programeze 4 examene in timp de 8 zile. In cate moduri se poate
face aceasta? Dar dacid ultimul examen se va da obligatoriu in ziua a opta?

17. Sa se calculeze:
AS + A5
@) =1
AR Ak
R

n+k
1 AE
(© (2n+ 1)1A5

AT, @ k)l

18. Sa se rezolve ecuatiile:
(a) A} =184, o
AlO _ AS
b) —~—= =109;
()~ ,

() 2 S =132

Ak (n —k)!

19. Cate numere de patru cifre se pot forma astfel incét fiecare cifra sa fie mai mare decat precedenta?
Dar daca fiecare cifra este mai mica decat precedenta?

20. In cate moduri se pot forma echipe din cate 4 elevi si un profesor, daca sunt 20 elevi si 3 profesori?

21. Sa se rezolve ecuatiile:

~ 5n(n—3)
(a) Cp = 6

(b) C7 + Cp = n(n —2);

4(n+1
(c) C4Y(L++9 )= 5A§m+7§
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( ) Cn:::g = 5An+6

n

22. Sa se rezolve inecuatiile:

23. Sa se rezolve sistemele de ecuatii:

AY =741
(a) B .
6CY = 5CYT

(b) { rChs sy = o

"—‘ P—“

k—2 n—1
xC 5 — = y==%

H

24. Sa se deduca identitatile:
(a) Ck=Ck_, +20%) + CF 2
(b) CF = ck3+3ck + 30k 2 4 oF 3
(c) C§ +CP+ Oy + -+ C3 = O3

25. Din 11 persoane, dintre care 7 barbati si 4 femei, se formeaza o delegatie alcdtuita din 5 persoane
dintre care cel putin doua femei. In cate moduri se poate forma o astfel de delegatie?

26. Sa se dezvolte folosind binomul lui Newton:

(a) (2* - )

(b) (a—1b)%;

(¢) (Va— \/5)
(d) (z+2)7

(e) (V3z+ )%
(f) B3z —2vx).

27. Sa se determine:

(a) termenul al optulea al dezvoltarii (2% — %)11;

7
(b) termenul al cincilea al dezvoltarii (\/ 2a — \/@) ;
(¢) termenul din mijloc al dezvoltarii (v/z — \/17)6;

9
(d) cei doi termeni din mijloc ai dezvoltarii (\f - %) .

21
28. Sa se determine rangul termenului din dezvoltarea (3 2 + 3y> in care x si y au puteri
Vv Ve

egale.

29. Si se determine n astfel incat in dezvoltarea (1 + x)™ coeficientii lui 2° si 212 sa fie egali.
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30. Cati termeni rationali contine dezvoltarea (v/2 4 v/3)190?
31. Sa se gaseasca rangul celui mai mare termen din dezvoltarea:
100
@ (3+3)
100
() (5+13)

32. Sa se demonstreze identitatile:

1 1 ontl
Cl+ Ot cn = ;
(a) nt 500t +n+1n 1
K2CL  E3C? Erton (k4 1)mt -1
(b) &+ 2 + 3 ot n+1 n+1 ’

(¢) Cp =20+ +(=1)""'nC}; = 0;

2 Progresii
1. Sa se determine primul termen a; si ratia r a unei progresii aritmetice (a, ), cy- , stiind ca:

as —ag +ag = —7
ag—a7:2a4.

Rezolvare:

a1 +r—ay —5r+ay+3r=-7 a—r=-—7 N a; = —5
a1+ 7r —ay — 6r = 2(ay + 3r). 2a; + 5r = 0.

2. Determinati multimea tuturor valorilor lui € R pentru care:

2) {3x+1

] , 2 + 1, 4z + 1 sunt in progresie aritmetica (in aceastd ordine).
b) |x —1|,—1,|3z — 5| sunt in progresie geometricd (in aceasta ordine).
Rezolvare:

3z +1
5

b) |z —1]-3z — 5| = (-1)> = 32® — 8z + 5=+l =z e {2,2}.

3z +1

a)r4w+1(2x+1)2x:>[ }2x+12x1:»1§ <2=uz¢€[33).

3. Determinati valorile parametrilor a,b € R astfel incat ecuatia 2> — ax + b = 0 si aiba radicinile in
progresie aritmetica.
Rezolvare: Avem x1 + 3 = 2x5. Din prima relatie a lui Viete obtinem

T1+a22+23=0=302=0=>20=0= 23 = —11

Inlocuind in celelalte doud relatii ale lui Viete gasim

0=-b

1T + Tox3 + 321 = —a N —x% = —a
T1X2x3 = —b

In concluzie radacinile ecuatiei sunt in progresie aritmetica pentru a > 0 gi b = 0.
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4. Se considerad unghiurile ascutite «, 3, v a caror suma este 7/2. Stiind ca numerele ctg «, ctg 5, ctgy
sunt in progresie aritmetica, calculati valoarea produsului ctg o - ctg~y.
Rezolvare:

1 1
ctga+ctgy=2ctgB=> — + — = 2ctg (z—a—*y) =2tg(a+17v) =
tga  tgy 2

tga+tg7:2tga+tg7 1—-tgatgy
tgatgy 1 —tgatgy tgatgy

=2=ctgactgy=3

5. Intr-o progresie aritmetica primul termen este 1, iar produsul primilor 2024 termeni este 0. Determinati
cea mai mare valoare posibila a sumei primilor 2024 termeni.
Rezolvare: dn < 2023 astfel incat a,+1 = 1+ nr = 0, de unde obtinem r = —%. Inlocuind in suma
primilor 2024 termeni gasim

2024 2023
2023 - 2024 2023
E ak:E (1+kr):2024+r:1012(2—>
k=1 k=0 2 "

care are valoarea maxima 1012 pentru n = 2023.

6. Calculati

1 (-1)"
I 1——— + ..
oo < 2023 T T 2023n>

Rezolvare:

n k 1— 1 n+1
lim Z (_1> — lim ( 20231) _ 2023.
n—roo £ 2023 n—oo ] — (—m) 2024

7. Sa se gaseasca primul termen a; al unei progresii aritmetice daca:
(a)
(b)
(c)
(d) g4 = 1357 r=20.5.

aipg = 131, r= ].2,
aso = —125, r = —5;

aspo = 0, 7= —3;

8. Sa se gaseasca primul termen si ratia unei progresii aritmetice daca:
(a
(b

) as = 27, as7 = 60;
)
(c)
)
)

agr = T4, a74 = 47;

=

20 = 0, ags = —92;
(d a1+ ar =42,a19 — a3 = 21;

(e) az + a4 = 16,a1a5 = 28.

9. Sa se calculeze suma primilor 100 termeni ai unei progresii aritmetice (a,) daca:

(a) a1 =10, a1g0 = 150;
(b) a1 = 5.5, ajgo = 7.5;
(¢) a1 =2, r=—b;
(d) ag=-1, r=1
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Cunoscand suma S,, a primilor n termeni ai unei progresii aritmetice (a, ), sa se giseasca:
. .o . . . . . . v ’,’L2
(a) primii cinci termeni ai progresiei, daca S, = % — n;
(b) primul termen si ratia progresiei, daca S,, = 2n? + 3n.
Sa se rezolve ecuatiile:

(a) 1+7+13+-- 42 =280;
(b) (z+1)+(z+4)+(x+7)+ -+ (x+28) = 155.

Intr-o progresie aritmetica avem S1g = 100, S39 = 900. Sa se gaseasca Ssg.

Sa se demonstreze ca numerele urméatoare sunt in progresie aritmetica
a z+a—1 z24+a—-1

(a) z+1’ 2 7 x(z+1) (#0,2 7 —1);
(b) (a® —2ab —b2)?, (a® + b*)?, (a® + 2ab — b?)?.

Sa se demonstreze ca daca numerele a, b, ¢ sunt in progresie aritmetica, atunci si numerele urmatoare
sunt in progresie aritmetica:

(a) a® —be, b? — ca, c?

(b) v +bc+ 2, ¢ +ca+a?, a®+ab+ b2,

— ab;

Sa se arate ca daca a + b+ ¢ # 0, atunci este adevarata si reciproca.

a monstreze ca a numerele a c® sunt In progresie aritmetica unci §i numer
S& se demonstreze ci daci erele a?,b%,c? sunt ogresie aritmetics, atunc erele
urmatoare sunt in progresie aritmetica:

@ L1
b+c c+a a+bd’
a b c

(b)

Sa se studieze reciproca.

b+c c+a’ a+d

Sa se determine z astfel incat urmatoarele numere sa fie in progresie aritmetica:
(a) 1+22, (a+2)? (a® +2)%
(b) a®+x, ab+x, b + x;
(c) a®>(b+x), b*(a+z), ¥%(a + ).

Sa se gaseasca primul termen gi ratia unei progresii geometrice daca:
ag — a1 = —4
(a) ;
az — a1 = 8

a4+a1:l
(b){ 16 ;
asz — ag + ay

|~

(¢) ag =25, ag = 9.
Sa se calculeze sumele:

(a) 1424224 4215
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11 1
(b) 5—mtgs— - 516"

11 1
C +§+?+"'+@7

_2_’_22_23_1__‘_212’
+1’+£L‘2+"'+$100;

S B BRI

8 = oWl N

19. Sa se rezolve ecuatiile:
(@) 1+az+a?+23+-- +2%9 =0;
b) 1+z+2*+23+---+2'% =0.
20. Intr-o progresie geometrica avem S3 = 40, Sg = 60. Sa se gaseasca Sg.
21. Se dau doua numere a si b. Sa se determine numerele x, y, z astfel incat sa fie satisfacute simultan
conditiile:
(a) x,y, z s8 fie In progresie geometrica,
(b) x,y + a, z sa fie in progresie aritmetica,

(¢) x,y+a,z+ b si fie in progresie geometrica.

3 Test grila

2023 i
: k
1. Valoarea sumei S = kz_o (1 - 2023) Cpo3 este:

(A) 22022, (b) 229%3;  (¢)2023;  (d) 2023!

2. Numerele strict pozitive z < y < z sunt astfel incat e®, e¥ si e sunt in progresie geometrica. Atunci
valoarea raportului % este:

()2 ()1  (C)-1; (d) -3

3. Se considerd multimile A = {0,2,4,...,2022} si B = {1,3,5,...,2023}. Cate functii f : A — B
indeplinesc conditia f(n) >n+1, Yn € A?

(A) 1012' : (b) 2023'7 (C) 1011é1012; (d) 1012é1013

17
4. Numarul termenilor independenti de x din dezvoltarea binomului (\4/ 3 + Q,/l;z) este:
(@) 0;  (b)18 (C)1;  (d)2
5. Numerele z —1, x+1, x+ 2 sunt, in aceasta ordine, termenii consecutivi ai unei progresii geometrice

daca:
(A) z=-3; (b) z =0; (c) z=3; (d)z=2

6. Termenul din dezvoltarea

care il contine pe z°%° este:

(a) Thoo1; (b) T20; (C) Ty; (d) T3



